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Résune

La rubrigue “Formes mathématiques” d’un récent numértadevueDécouvertgrevue
du palais de la découverte) [1] présente les figures matiques appelées “empilements de
cercles”. Ce programme, écrit @bjective Cam[2], permet de réaliser de telles figures.
Il a été rédigé dans le style “programmation littéedifliterate programming)qui intégre
la documentation et le code source en un seul document.illidilisé estOcamlweb [3],
qui permet de méler code en Caml et documentatiorgxX L

1. Un empilement de cercles est un ensemble de cercles tarmewnlisjoints, construits de
maniere systématique comme sur la figure 1.

FIGURE 1 — Un empilement de cercles
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2. Unthéoreme de René Descartes énonce que le carré amilaesdes courbures (la courbure
d’'un cercle est définie comme I'inverse de son rayon) derquatrcles deux a deux tangents est
égal au double de la somme de leurs carrés :

2(€+ 2+ g2+ h?) = (e+ f +g+h)?

Ainsi, si nous connaissons les courbueek et g de trois cercles tangents deux a deux, nous
devons résoudre une simple équation du second degrédgtemminer la courbure d’'un qua-
trieme cercle tangent aux trois autres. Il y a en fait torgaleux cercles possibles, il y aura donc
toujours des solutions (deux distinctes ou une double danad ou les deux cercles solutions
ont la méme courbure). Une courbure peut étre négatigka:signifie que le cercle en question
englobe les autres, comme c’est le cas du grand cercle deula fig La fonction ci-dessous
calcule les deux courbures en question.

let solvereale f g =
letdelta = 16. x. (ex.f+.ex.g+.fx.Q)in
let sqd = sqrt delta
in
(2.x. (e+.f+.9)—sqd /.2, (2. x. (e+.f +. @) +.sqd) /. 2.

3. Une généralisation de cette relation de Descartes stapphux nombres complexes,
produits de la courburg et du complexe représentant le centre du cegcle

2((ceze)® + (C12f)? + (CgZg)® + (Cn2n)?) = (CeZe+ CrZf + CgZg + Chzn)°

En la résolvant de la méme facon, on obtient le produitmene courbure fois position du
centre pour chacun des deux cercles solutions. Pour rezslexpressions lisibles les opérateurs
arithmétiques sur les entiers sont redéfinis proviso@trpour manipuler les complexes.

let solve.complex e f g=
let c16 = { Complexre = 16.;Complexim = 0.}
and c2 = { Complexre = 2.; Complexim=0.}
in

let ( x ) = Complexmuland ( /)

and (+) = Complexaddand ( —

in

letdelta = ¢c16 x (exf 4+ exg + fxQ)in

let sqd = Complexsqgrt delta

in

(c2x (e+f+g)—sqd /c2 (c2x (e+f+g)+sqd /c2

= Complexdiv
) = Complexsub

4. Nous pouvons donc calculer d’une part les deux courlzaesch, d’autre part les deux pro-
duits courbure fois position du centtelet cz2 Il nous reste a associer les deux pour connaitre
les deux cercles solutions.
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Par définition, la distance de chacun des deux centres de @ml’'un quelconque des trois
cercles initiaux, le cercle de référen,cr), est égale au rayon du cercle de référence plus le
rayon du cercle construit (c’est a dire I'inverse de sa bore).

La phrase précédente est vraie si les deux courbures saiiivps. Si I'une est négative
(cercle “contenant” I'autre) les rayons doivent étre $i@its. Si nous considérons que les rayons
peuvent étre négatifs (inverse de la courbure), I'ofi@naeste une addition (par contre le résultat
peut étre négatif et il faudra en prendre la valeur abgolue

Nous calculons les deux poirg&aetz2acorrespondant aux deux choix de centres possibles
pour la courburea, calculons les distances avec(ce sont les modules des complexés—zr
etz1b-zr) et y soustrayons la distance th'eoriq@?r é . La difféerence devrait &tre nulle pour
I'un des deux points. Pour tenir compte des erreurs d’arsamols choisissons celui pour lequel
elle est la plus faible en valeur absolue.

Nous pouvons renvoyer les valeurs des deux cercles condapts. Dans la suite, un cercle
sera toujours représenté par un couple (complexe, i&@i@sentant son centre et sa courbure.

let cdiv{ Complexre =re; Complexm=im}r =
{ Complexre =re/.r; Complexim=im/.r }

let associatecenterand_curve cz1 cz2 ca cfer,cr) =
let z1a = cdiv czl ca
and z2a = cdiv cz2 ca
and (— ) = Complexsub
in
let d1 = abs float((Complexnorm(zla—zr)) — (absfloat(1./.cr+. 1./.ca)))
and d2 = abs float((Complexnorm(z2a— zr)) —. (absfloat(1./.cr+. 1./.ca)))
in
if d1 < d2then (z1a ca), (cdiv cz2 chcb)
else (z2a ca), (cdiv czl chch)

5. Etant donnés trois cercles tangents deux & deux, nous amaimtenant tout ce qu'il nous
faut pour déterminer les deux cercles qui sont tangengs &rois cercles.

let cmul{ Complexre =re; Complexm=im }r =
{ Complexre =re x.r; Complexim=imx.r }

let get_circles (z1 cl) (z2c2) (z3¢c3) =
let ca,cb = solvereal c1 c2c3
and cz1 cz2 = solve.complex(cmul z1 ¢} (cmul z2 c2 (cmul z3 ¢c3
in
associatecenterand_curve cz1 cz2 ca cfzlcl)

6. Nous avons dit qu’il y a deux cercles solutions. Si une sealgsrintéresse, comment les
distinguer ? Considérons d’abord le cas ou les courbuesscdrcles initiauxC;, Co et C3 sont
toutes positives. L'un des deux cercles solutionsimgtrieur, “coincé” a I'intérieur des trois
cercles, l'autre estxérieur. Dans la figure 2 & gauche, le cercle extéri€i) €nglobe les trois
autres et a donc une courbure négative, mais ce n’est pagsrient le cas, comme le montre la
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figure 2 a droite. Par contre, on peut facilement se convaifet démontrer si nécessaire) que le
cercle intérieur@;) a toujours le rayon le plus petit, et donc que sa courburkagdtis grande.

FIGURE 2 — Position des solutions si les trois cercles ont une coanbaositive

Dans la suite du programnué désignera la courbure du cer€ealors quec_i désignera le
cercle lui méme, c’est a dire le cougls, ci).

letout_circlec.1c.2c¢c.3 =
let (za ca), (zb,cb) = getcirclesc1c.2c.3
in
if ca < cbthen (za ca) else (zh cb)

letin_circlec.1c.2¢c.3 =
let (za ca), (zb,ch) = getcirclesclc.2c.3
in
if ca> cbthen (za ca) else (zh cb)

7. Un deuxieme cas est celui ou I'un des cercles initiaux aecmebure négativeds sur la
figure 3). Les deux solutiory etCqy ont alors toujours une courbure positive, comme le montre
la figure. Nous ferons en sorte que le cercle a courburetivegsoit toujours le troisieme et,
en posant par convention q@» est au dessus de;, nous pourrons dire que I'une des deux
solutions Cy) est “a droite” et I'autreCg) “a gauche” des cercles; etCo.

Nous commencons par définir une fonction qui nous indigua $oint de coordonnées,
est a droite des deux points de coordonrigest z,. C'est le cas si I’angIéTS\IVI est compris entre
0 ettt c’est a dire de sinus positif. Cet angle est la differeqctre les angles des vecte@
et ﬁ Nous l'utilisons ensuite dans la fonctioight_circle qui nous renvoie donc le cercle “de
droite”.

let pi = acog—1.)

let on_right zm za zb=
let th_bm = Complexarg (Complexsub zm zp
and th_ba = Complexarg (Complexsub za zb
in
sin (th_bm —. th_ba) > 0.
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FIGURE 3 — Position des solutions si I'un des trois cerclég) @ une courbure négative

let right_circle (z1 cl) (z2¢2) (z3¢c3) =
let (za ca), (zb,cb) = get.circles(z1cl) (z2c2) (z3c3)
in
if on_right za z1 z2hen (za ca) else (zh cb)

8. Définissons maintenant comment construire récursivémetre figure. Nous partons de
trois cercleC;, C, et C3 tangents deux a deux et d’'un rayon minimah en deca duquel nous
stopperons la récursion. Considérons tout d’abord que timis sont a courbure positive. Nous
voulons construire la liste des cercles qui prennent plaos tespace délimité p&h, C; etCs.

Nous savons calculer le cerdl, que nous avons défini precedemment comme le cercle
intérieur. Notons que ce cercle est le plus grand de tous les cerclepajuea contenir notre
espace. Une fois ce cercle construit, il reste a remplitrlés espaces délimités respectivement
parCy, Cy4, Cg, parCy, Co, Cs et parCy, Cp, C4. Ces espaces sont notés A, B et C sur la figure 4.

Nous pouvons donc définir notre liste récursivement :

— cas de base : si I'espace est trop petit (le rayogest inférieur au rayomin), il ne

contiendra aucun cercle, la réponse est donc la liste vide,

— sinon I'espace contiendra le cer€lg ainsi que les cercles remplissant les espaces délimités

parCy, C4, Cg, parCy, Cp, C3 et parCy, Cy, Cy.

Nous devons aussi traiter le cas des espaces délimitésqgimrcercles dont I'un a une
courbure négative. Considérons qu’il s’agit@ e Comment remplir I'espace “de droite” ? De
maniere tres similaire au cas précédent : nous calsuitebordCy le cercle “de droite” puis
devons calculer les cercles entrant dans les espacestéslparC,, Cy etCs (A sur la figure 5),
parCqy, Co etCs (B) etCq, Cp etCqy (C). Les zones A et B sont traitées en constuisant le cercle
“de droite” alors que la zone C est traitée en construisaoetcle “intérieur”.

Ne mais doit-on pas remplir aussi I'espace “de gauche” ? Rastemant, remarquez que le
cercle de gauche d&, C; etCs existe déja, c’est,, de méme qu€; pourCy, Cq etCs.

Nous pouvons fusionner les deux cEtant donnés trois cercl€y, Cy etCs, avecCs ayant
eventuellement une courbure négative nous calculonsiatrigme cercl€, (I'intérieur siCs a
une courbure positive, celui de droite dans le cas conjratrprocédons récursivement sur les
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FIGURE 4 — Construction récursive pour trois cercles a courbosgtpe
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FIGURE 5 — Construction récursive dans le cas@ta une courbure négative

triplets de cercles :

— Cq, Cy etCg,

— Cy, G etCg,

— Cq, G etCy.

Notons qu’ici nous posons qu’au départ Sesiest susceptible d’avoir une courbure négative,
ce qui sera maintenu dans la récursion puisqu’il se troowptrs en derniere position dans les
appels récursifs.

let rec recurse cl c_2 c_.3 min =
let z3c3 = c_3in
letc_4 =ifc3> 0.thenin_circlec_1c.2c_3
else right_circlec_.1c.2¢c.3
N
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letr = match c_4 with (_,c) — 1./.Cc

inifr > minthen c_4 ::
recurse cl c_.4c.3min@
recurse c4 c_2c.3min@
recurse ¢l c_2 ¢c_4 min

else

I

9. Etvoici comment amorcer la récursion. Nous avons troisles€;, C, et C3 tangents deux
a deux, tous a courbure positive et nous voulons constti@mpilement de cercles déterminé
par ces trois cercles.

Il nous faut tout d’abord déterminer le cerdg englobant ces trois. S’il n’existe pas (le
cercle externe est & courbure positive) nous abandonhons.

Sinon notre empilement est constitué de ces quatre cepilesceux qui seront construits
dans les espaces délimités par (figure 6) :

— C1, Gy etCs (A),

— Cq, Gz etCe (B),

— C3, G etCe (C),

— Cp, Cy etCe (D).

Notons que le cercle de courbure négati@g) (est toujours le dernier dans les appels a
recurse Le fait que nous n’'ayons pas traité de cercle “de gauchgiamagraphe précédent est
maintenant justifié : un espace a gauche est aussi un e jploie pour une autre combinaison
de cercles.

(),

FIGURE 6 — Construction compléte a partir de trois cercles

let startc.1 c_2 c_.3 min =
letc_e = out_circle c_1c_2c_3in
let (zece) = c_ein
if ce> 0. then failwith "Giving up!"

1. Nous pourrions en fait construire le cercle englobantrtgs plus gros, qui sera lui de courbure négative.
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else
c.e:c.l:c.2:c.3::
recurse clc.2c.3mn@
recurse cl c.3c.e mn@
recurse c3c_.2 c.e min@
recurse c2 c_1 c_e min

10. Pour commencer la construction, il faut tout d’abord digpade trois cercles tangents
deux a deux, tous a courbure positive. Voici comment cairsttrois tels cercle€;, Cy etCs,
de rayons quelconques, r, etrs.

Dans ce paragraphe nous raisonnons en rayons, les courleunesis étant d’aucun intérét.
CentrongC; enO, on a donc; = (O,r1). Nous pouvons centré€, enA(r1 +rp,0), C, sera bien
tangent &C;. Reste a construire un cerdlg de rayorrs, tangent &; etC,. Par définition, son
centreB sera a la distance +r3 deO etry +r3 deA. Il y a deux positions possibles pour ce
point B, qui sont les deux intersections des cer¢leg 1 +r3) et(B,ro+r3).

C

FIGURE 7 — Calcul du centre du troisieme cercle

Pour rester cohérent avec ce que nous avons fait jusqé&ept, nous choisirons poQs la
position “a droite” deC; etCy, c’est a dire avec une ordonnée négative (figure 7).

On peut calculer analytiquement les coordonnées de cesspdintersection a partir des
equations des cercles dans le cas général. Cependastgajpositions choisies pour les centres,
notre cas particulier est bien plus simple. Nous laissesorscteur le plaisir de vérifier le détalil
du calcul effectué par la fonctiahird _center qui calcule donc la position du cerdg. Dans le
cas ou la valeur ddeltaserait négative suite aux erreurs d’arrondis nous levoesexception
pour le signaler.
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let third_center r1 r2 r3 =
letra=rl+.r3
andrb=r2+.r3
and X2=rl1-+.r2in
letra2 = raxx2.

In

letX = (= (X2%%2.) — ra2 +. rbxx2.) /. (2. x. (=X2))in
letdelta = — 4. x. (x*xx2. —. ra2)

in

if delta < O. then failwith "third  _center"

else { Complexre = x; Complexim = — (sqrt deltg/. 2. }

11. Nous pouvons maintenant, a partir des rayons des troikesénitiaux et du rayon minimal,
construire la liste des cercles de I'empilement. Il suffiupoela de construire les trois cercles
initiaux puis d’appeler la fonctiostart.

let computecircles rl r2 r3 min =
letcl = { Complexre =0.; Complexm=0. }, 1./.r1
and c2 = { Complexre =rl1+.r2; Complexim=0.}, 1./.r2
and c3 = third_centerr1r2r3 1./.r3
in
start c1 c2 c3 min

12. Tant que nous y sommes, nous pouvons dessiner un empilemeetrdedractal. Pour
cela nous calculons notre liste de cercles, puis remplissacun de ces cercles avec une version
réduite de 'empilement. En fait ce que nous obtenons estpas vraiment fractal, car nous ne
reproduisons la figure qu’une fois dans chaque cercle lirfftgure 8). Le premier cercle de la
liste est le cercle extérieur de la figure, nous l'utilisgaair calculer le facteur de réduction a
appliguer a la liste pour chacun des cercles.

let almost fractal_circles ((ze ce) :: circles) cmax =
List.flatten
(List.map
(fun (zi,ci) —
let scl = abs float (ci /. ce)
in
List. map
(fun (z,c) — Complexadd (cdiv(Complexsub z z¢scl) zi, ¢ x. scl)
(Listfilter (fun (z,c) — c x. scl< cmaX circles))
circles)

13. Pour obtenir une vraie figure fractale, nous devons repredaifigureaussidans les nou-
veaux cercles que nous ajoutons, tant que leur courburenfésteure au maximum fixé. Ca
fait pas mal travailler I'ordinateur (il y a beaucoup plusaizcles), et le résultat n’est pas tres
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FIGURE 8 — Version presque fractale

joli. Pour alléger la figure 9 nous avons choisi un rayonténplus elevé que dans les exemples
précédents.

let fractal_circles ((ze ce) :: circles) cmax =
let smallest=List.fold_left (fun sml(z c) — min sml g max float circles
In
let rec help acc candidates=
match candidateswith
| [] — acc
| (zc):: others —
if (c/.ce) x. smallest> cmaxthen
(* this candidate has too big a curve, skip)it
help acc others
else
let newcircles=
let scl = abs float(c /. ce)in
List. map
(fun (zi,ci) — Complexadd (cdiv(Complexsub zi z¢ scl) z ci x. scl)
(Listfilter (fun (z,c) — cx.scl< cmaX circles)
In
(* new circles are added axcbut are also newandidates:)
(x to receive a copy of the original figure
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FIGURE 9 — Version fractale

help (acc @ newcircles (others@ newcircles

in

help(] circles

, cieglire convertir notre liste de cercles

ee

ter I'information calcul

a présen
codés sous la forme d’'un couple (complexe

hY

Il nous reste

14.

[) en unseptation pour I'utilisateur. Nous

, rée

laisserons le choix entre quatre possibilités :

1. un affichage graphique direct (pour voirimmédiatemasplect de I'empilement calculé),

2. une liste textuelle des position, rayon et courbure dedase(données qui pourront étre

stockées dans un fichier pour &tre ensuite utiliséesmpautre programme),

e,

3. une représentation graphique dans un fichier PostSurgapsul

4. idem mais avec un texte mis a I'eéchelle dans chaqueecercl

Pour les trois derniers cas, le résultat sera stocké dafishier (la sortie standard par défaut).

tation textuelle

esen

z

la repr

énere

z

Il N’y a pas grand chose a dire sur la fonctimntextqui g

sur la sortie standard.

15.
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let to_text fout circles rl r2 r3 min=
Printf fprintf fout"# Empilement de cercles r1=%f r2=%f r3=%f min=%fn"
rlr2 r3 min;
List.iter
(fun ({Complexre = x; Complexim =y}, c)
— Printf fprintf fout"%f %f %f %fn" xy(1./.c)c)
circles

16. Pourles deux premieres représentations graphiques utitiserons une structure de données
graphiques fournie par le module Pictures [4]. || permet dmipuler des figures composées
d’'une liste d’objets graphiques élémentaires et foutad fonctions permettant d’afficher direc-
tement la figure a I'écran ou de générer un fichier pogtsencapsulé. Le seul type d’objets dont
nous aurons besoin eStrcle(x,y,r) oux ety sont les coordonnées du centre du cerclessin
rayon (tous trois de typioat). La fonctionmake pictureretourne une valeur de typmect.

let make.pict circles =

let pict_of _vc ({Complexre = x; Complexim =y}, ¢) =
[ PictureCircle(x,y,abs float(1./.c)) |
in
Picturemake picture (List.flatten(List. map pict.of _vc circleg)

17. Le dessin illustrant l'article [1] contient dans chaquecteerun nombre représentant sa
courbure. Ce nombre est centré et d’'une taille remplissantcercle. Ceci n’est pas possible
avec le module Pictures, mais peut facilement étre &as PostScript. Nous générons donc
directement du code PostScript [5] que nous he commentpesisi. La fonctiorto_epsgénere

le fichier sur la sortie standard. Le résultat est une figuréyge de la figure 10. Le nhombre
affiché dans chaque cercle est la partie entiere de la graurbultipliée par le parametse Iw
fixera I'épaisseur des traits.

let version = 0.96

let to_eps fout(cO:: circles) rl r2 r3 min sc lw =
Printf .fprintf fout"%%!PS-Adobe-2.0 EPSF-2.0
%%%%Title: Empilement de cercles r1=%f r2=%f r3=%f min=%f
%%%%Creator: circles.ml %f\n"
rl r2 r3 min version
let X,y,r = match cOwith ({Complexre = x; Complexim=y},c) — x,y,—1./.cin
Printf .fprintf fout"%%%%BoundingBox: %f %f %f %fn" (X—.r) (y—r) (X+. 1) (Y+.1);
Printf fprintf fout"%s"
"%%DocumentFonts: Helvetica-Bold
%%EndComments
ltextincircle {%xyrt
It exch def
Ir exch def
ly exch def
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FIGURE 10 — Empilement avec indication des courbures

Ix exch def

gsave

% compute text size

newpath 0 0 moveto

t true charpath flattenpath pathbbox
2 index sub /height exch def

2 index sub /width exch def

Pop pop

% gs BUG? pathbbox gives wrong width for strings with odd numb ers of chars
t stringwidth pop /width exch def

% draw circle
X y translate
newpath 0 O r 0 360 arc stroke
% set text scale
height width atan cos r mul 2 mul width div dup scale
% draw centered text
width 2 div neg height 2 div neg moveto t show
grestore
} def
lc {%xyrec
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(mystring) cvs textincircle
} def
%%EndProlog
[Helvetica-Bold findfont 1 scalefont setfont

Printf fprintf fout"%f setlinewidth\n" lw;
Printf fprintf fout"newpath %f %f %f 0 360 arc stroke\n" Xyr,
List.iter

(fun ({Complexre = x; Complexim =y}, c)
— Printf fprintf fout"%f %f %f %i c\n"
Xy (1./.c) (int_of _float (c x. sC)))
circles
Printf fprintf fout"%s" "%%Trailer\n"

18. Pour finir, il nous faut traiter les arguments du programraacér les calculs et sauver
ou afficher les résultats. Le programme attend comme angisng@atre nombres décimaux (les
rayons des trois cercles initiaux et le rayon minimal) etepte les options pour générer la
représentation textee pour générer la représentation postscript encapsuie gour celle avec
les nombres dans les cercles. Si aucune de ces trois optstislannée, 'empilement de cercles
sera affiché al'’écran. La coté de la fenétre peut d@besspécifiee par I'optiotw . Les optionsf

et-F sélectionnent les versions fractales. Erdiret-l fixent, en conjonction aveg& , le facteur
multiplicateur appliqué a la courbure pour détermireenbmbre affiché dans chaque cercle et
I'épaisseur des traits. Le nom du fichier de sortie (paadéfa sortie standard) sera fixé par

let text = ref false

and eps = ref false
and eps.nb = ref false
and output = ref ™

and fractal = ref false
and almostf = ref false
and wsize = ref 500
and scale = ref 1000.
and lw = ref 1.

let all_rads = ref false
and rads = Array.make4 0.

let get_rads =
letcpt =ref O
in
funs — rads(!cpt) < floatof _string §
incr cpt if lcpt= 4 then all _rads:=true
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let spec= |

]

("-t" , Arg.Set text"text representation” )i

("-e" ,Arg.Set eps'eps file" );

("-E" , Arg.Set epsnb, "eps file with numbers" )i
(

(

"-0" , Arg.Set string output'output file (default stdout)" )i

"w" , Arg.Setint wsize " <size > window size for on screen display "
“(default " " string_of _int 'wsize™ ")" );

("-s" , Arg.Set float scale" <scale > for eps, multiply label values " B
"(default " " string_of _float!scale™ )" );

("-I" , Arg.Set float Iw, " <linewidth > for eps "

“(default " " string_of _float!lw " ")" );

("-f* , Arg.Set almostf"almost fractal figure" )i

("-F" , Arg.Set fractal "fractal figure" )

and usagemsg = "circles rl r2 r3 rmin (draw on screen by default)"

let main rl r2 r3 min =

(* computex)
letcl =

let circles = computecircles rl r2 r3 minin

circles @ (if !fractal then fractal_circles circles(1./. min) else

if lalmostfthen almost fractal_circles circles(1./. min) else [])
In
Printf fprintf stderr"Computed %i circles.\n" (List.length cl;
flush stdout

let fout = if loutput=""then stdoutelse open out!output
in

(x display)

if Itextthen to_text fout cl rl r2 r3 min(x text )

else if lepsthen Pictureto_eps fout(make pict cl) (x epsx)

else ifleps.nbthen to_eps fout cl r1 r2 r3 midscale!lw (x eps with nbsx)

else begin
let ws = string_of_int !wsizein (x screenx)
Graphicsopengraph(™0 " “ws"™"x" ~ws);
Pictureto_screen(make pict cl) 0 O 'wsizelwsize
Graphicsread_key(); ()

end;

if fout £ stdoutthen close out fout

in

Arg.parse spec getads usagemsg

if lall _radsthen main rads(0) rads (1) rads(2) rads(3)

else Arg.usage spec usagesg

15
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19. Ce programme a également été traduit en PostS&jipLgs parametres (tailles des trois
cercles de départ et taille minimale) sont a éditer déneent dans le fichier qui peut étre ouvert
avec un logiciel de visualisation de documents PostScript.

La traduction n’est pas difficile (pour quelqu’un familievez PostScript) mais I'écriture
directe aurait eté certainement plus délicate. En gfestScript ne fournit pas de maniere directe
la récursion ni les structures de données. Il n’est pas dificile de les mettre en ceuvre, mais
cela constitue une distraction du but initial pour le progmaeur. Un point plus fondamental
est que le programmeur doit alors formuler une solution emeéede concepts qui ne sont pas
directement fournis par le langage, c’est a dire qu’il aammglge pour penser la solution et un
langage pour la mettre en ceuvre. Il est bien plus confortdjeouvoir penser directement une
solution dans le langage dans lequel elle sera mise en ceuvre.
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